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Abstrak. Penelitian ini mengkaji definisi, operasi, dan teorema pada matriks kabur dan karakteristiknya.
Literatur yang digunakan sebagai acuan adalah artikel yang ditulis oleh Pal (2016), Sidky & Emam (1992),
dan Suroto & Wardayani (2015). Hasilnya dapat diberikan perbaikan pada operasi yang digunakan pada
matriks kabur serta teorema himpunan matriks kabur persegi dapat diperluas menjadi teorema himpunan
matriks kabur. Selain itu, disimpulkan bahwa himpunan matriks kabur persegi memenuhi sifat aljabar
untuk semigrup dan semi ring. Namun tidak memenuhi sifat aljabar untuk grup dan ring.

Kata Kunci: Himpunan Kabur, Matriks, Matriks Kabur, Grup, Ring, Semiring.

Abstract. This research examines the definitions, operations, and theorems of fuzzy matrices and their
characteristics. The literature used as a reference is an article written by Pal (2016), Sidky & Emam (1992),
and Suroto & Wardayani (2015). The results can be given improvements to the operations used in the fuzzy
matrix and the set of square fuzzy matrix theorems can be extended to fuzzy matrix set theorems. In addition,
it was concluded that the set of square fazzy matrix fulfilled the algebraic properties for semigroup and
semiring. But it does not fulfill algebraic properties for groups and rings.
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PENDAHULUAN

Konsep himpunan kabur pertama kali diperkenalkan oleh Zadeh (1965). Teori himpunan kabur
tersebut kemudian dikembangkan oleh Thomason (1977) ke dalam teori matriks kabur (fuzzy
matrix). Matriks kabur merupakan satu diantara beberapa jenis matriks. Matriks kabur berisi entri-
entri yang merupakan elemen himpunan nilai derajat keanggotaan himpunan kabur yakni
bilangan riil yang bernilai antara 0 sampai 1.

Matriks kabur menggunakan operasi yang berbeda dengan matriks biasa. Operasi matriks kabur
didefinisikan oleh Sidky & Emam (1992) yaitu berupa operasi maksimum serta operasi minimum
yang merupakan operasi yang sama seperti pada teori himpunan kabur. Lebih lanjut Pal (2016)
dengan menggunakan definisi matriks kabur yang sama mengemukakan beberapa konsep operasi
baru yang digunakan pada matriks kabur. Selain itu Pal (2016) mengemukakan beberapa definisi
jenis khusus matriks kabur yang dibedakan berdasarkan nilai-nilai entri dari matriks kabur
tersebut.

Kemudian berdasarkan konsep himpunan kabur dan operasinya tersebut penelitian ini
mengemukakan teori perpaduan antara himpunan kabur dan aljabar, yakni matriks dan teori grup.
Dalam penelitian ini dikemukakan teorema serta pembuktian untuk mengetahui karakteristik yang
dimiliki himpunan matriks kabur persegi dengan operasi yang didefinisikan terhadap sifat-sifat
aljabar untuk teori grup dan ring. Jadi garis besar hasil akhir dari penelitian ini akan
menyimpulkan sifat-sifat aljabar yang dipenuhi oleh matriks kabur persegi dengan menggunakan
operasi tertentu terhadap teori grup dan ring serta lebih mendalam pada semigrup dan semi ring.



KAJIAN PUSTAKA
Matriks Kabur

Teori matriks kabur pertama kali dikemukakan oleh Thomason (1977). Kemudian Pal (2016)
mengemukakan definisi matriks kabur secara lebih jelas. Matriks kabur tersebut secara matematis
didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 1 Diberikan A sebuah matriks kabur dengan ordo n x m, maka A dapat ditulis sebagai
A = [(aij, uq(a; j))]nxm dimana 1, (a;;) adalah nilai keanggotaan dari elemen a;; dalam A serta

i =1,23,..danj = 1,2,3, ... Secara singkat dapat ditulis A = [u4(a;;)]-

Entri pada matriks kabur dioperasikan sesuai operasi yang telah didefinisikan oleh Sidky & Emam
(1992). Operasi pada entri matriks kabur adalah sebagai berikut

(Pal, 2016)

Definisi 2 Diberikan sebuah himpunan A = {x; x € R|0 < x < 1}. Untuk setiap a, b € A berlaku
operasi:

aV b = max{a, b}
aAb =min{a, b}

_(a; a>b
aeb—{o; a<b

(Sidky & Emam, 1992)

Selanjutnya Pal (2016) mengemukakan beberapa jenis khusus dari matriks kabur. Diantaranya
adalah sebagai berikut:

- Matriks kabur refleksif

- Matriks kabur irrefleksif

- Matriks kabur hampir irrefleksif
- Matriks kabur simetris

- Matriks kabur konstan

- Matriks kabur identitas

- Matriks kabur refleksif lemah

- Matriks kabur diagonal

Teori Grup

Grup merupakan salah satu kajian teori pada bidang matematika aljabar. Grup merupakan sebuah
himpunan dengan sebarang operasi dan memenuhi syarat-syarat tertentu untuk dikatakan sebagai
grup. Berikut ini definisi dari grup.

Definisi 3 Misalkan G sebuah himpunan tidak kosong, terdapat operasi * pada G, (G,*) disebut
grup dengan operasi * jika dan hanya jika memenuhi:

a. (G,x) tertutup < untuk setiap a, b € G berlakua b € G
b. (G,*) asosiatif < untuk setiap a, b, c € G berlakua * (b *c) = (a*b) *c

¢. (G,*) memiliki unsur identitas < terdapat e € G sedemikian sehingga untuk setiap a € G
berlakua*xe =exa=a

d. Setiap unsur dalam (G,*) memiliki inversi. Untuk setiap a € G terdapat a’ sehingga berlaku
axa' =a’ xa = e, dimana e merupakan unsur identitas G dengan operasi *.

(Judson, 2013)



METODE PENELITIAN

Penelitian yang dilakukan merupakan jenis penelitian dasar atau matematika murni serta
menggunakan metode studi literatur dengan membaca literatur-literatur yang berhubungan
dengan matriks kabur dan operasi pada matriks kabur. Fokus kajian dalam penelitian ini terletak
pada definisi matriks kabur, definisi operasi yang digunakan matriks kabur, serta teorema entri
atau elemen matriks serta matriks kabur terhadap teori grup dan teori ring.

Tujuan yang terdapat dalam penelitian ini adalah untuk mengemukakan definisi matriks kabur,
sebagai tahap paling awal dan sekaligus sebagai teori dasar untuk mendukung teori-teori yang
dibahas stelahnya. Mengemukakan definisi operasi yang digunakan pada entri matriks kabur dan
operasi yang digunakan pada matriks kabur. Mengemukakan definisi jenis-jenis khusus dari
matriks kabur yang dikategorikan berdasarkan nilai entri-entrinya. Mengemukakan teorema teori
grup dan teori ring terhadap matriks kabur persegi dan himpunan semua entri matriks kabur
beserta dengan pembuktiannya.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Seperti yang telah didefinisikan sebelumnya bahwa matriks kabur merupakan salah satu jenis
matriks yang entri-entrinya berisi elemen nilai derajat keanggotaan himpunan kabur. Matriks
kabur menggunakan operasi yang berbeda dengan matriks biasa, sebab jika menggunakan operasi
biasa seperti pada matriks klasik, maka matriks kabur tidak akan bersifat tertutup.

Definisi operasi maksimum pada matriks kabur adalah sebagai berikut:
Definisi 4 Diberikan sebarang matriks kabur A dan B, dimana

ai1 Q2 0 Qm
A= afl a? azs’” S ag €01); i=12,..,nj=12,..,m
an1  Qn2 Anm
Dan
bll b12 blm
B = | bz b$2 bam ; bye[01]; i=12,..,nj=12,..,m
bn1 bnz - bpml

Maka operasi A vV B adalah

a1 Qg A1m by1 by bim
a a cee a b b ves b
ave =[P b b
[Qn1 Qn2 Anm bnl an bnm
(@11 V by a13Vbyy 0 A Vb
_|@21 Vb1 A Vbyy v Gy Vbyym
[ap1 V bnl ana vV an o Apm V bnm
max{a,q,b11} max{a,y, b1z} - max{aym, bim}
— max{azy, by} max{azs, byo} - max{azm, bom}
-max{anl: bnl} max{anZ: bnz} max{anmr bnm}

(Pal, 2016)
Definisi operasi © pada matriks kabur adalah sebagai berikut:



Definisi 5 Diberikan sebarang matriks kabur A dan B, dimana

a1 4gp A1m
a a a
A= T2 M a; €01 i=12,..,nj=12,..,m
ap1  Qn2 Anm
Dan
bi1 b1 bim
B = b:21 bfz bzzm ; bij € [01]; i=12,..,nj=12,..,m
bnl an bnm
Maka hasil operasi A © B adalah
[A11 412 A1m by1 b1z bim
AOB = a:21 a:22 azzm o b?l b?z bz:m
_anl anZ anm bnl bnz bnm
(11 © byy a4, © by A1m © bim
— | %21 © by a2 © by Azm © bym
| Oy e bnl Qan2 e an anm e bnm
Dimana
_ al-j; al-j > bU .
@ © bij _{0; a; < by M € Aiby €8
(Pal, 2016)

Operasi minimum pada matriks kabur didefinisikan sebagai berikut
Definisi 6 Diberikan sebarang matriks kabur M dan N dengan ordo masing-masing berturut-turut

p X r dan r X q dimana

mi; 1My myy
mp; My myp
M=| . ;
I‘I‘lr)1 mpz sen mpr
Dan
N1 Ny Npq
Ny Npp Nyq
N = . . .

Ny Dy Nyq

Maka hasil operasi M A N adalah
My1Myq V MypNop Voo VMg Ny

myonqq \ mooNyq V..V Moy Nyq
MAN = .

My1Myq V MypNoq VooV My Ny

; my €[0,1]4,j € 1,2, ..

; Ili]' € [0,1] l,] € 1,2,

Mp1M1q V MpaNag V ooV Mpr Mg

Mp1Nyq V MpaNaq V oV MMy



Dimana operasi m;; An;; secara singkat dapat ditulis dengan m;;n;;. Operasi matriks di atas
dapat dinyatakan dengan notasi berikut:

r
MAN = [Zmik/\nk]-]
k=1

Dimana operasi sigma adalah operasi maksimum dan operasi m;;, A n;; adalah
mij /\nl-j = mi]-nl-j = min{mi]-,nij}; mij (S M; Tli]' EN
(Pal, 2016)

Selanjutnya Pal (2016) mengemukakan beberapa operasi baru yang digunakan pada matriks
kabur, pertama didefinisikan operasi untuk entri matriks kabur yang didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 7 Diberikan a, b elemen matriks kabur, untuk sebarang a, b € [0,1] berlaku:
a@b=a+b—a-b
a®Ob=a-b

(Pal, 2016)

Kemudian untuk setiap matriks kabur A dan B berlaku operasi yang didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 8 Diberikan A = [a;;] dan B = [b;;] matriks kabur berordo m x n, maka berlaku

A®B= [aij + bij — ay; - bl-j]
AQB = [a;; - by]
A+ = Al O A4; AT = Ak = 1,2, ...
k+1]JA=[k]JABDA=14A=A4;k =1.2,...

(Pal, 2016)

Berdasarkan definisi operasi baru matriks kabur yang dikemukakan oleh Pal (2016), maka dalam
penelitian ini dikemukakan teorema sebagai berikut:

Teorema 1 Diberikan M suatu himpunan matriks kabur persegi, maka M dengan operasi @
merupakan grupoid.

Bukti Teorema 1 Ambil sebarang matriks kabur persegi A,B € M dimana A = [aij] dan B =
[b;;] dengan a;;, b;; € [0,1]. Akan dibuktikan M tertutup dengan operasi .
A® B = a; @ bij| = [ayj + bij — ayby]
Akan ditunjukkan bahwa a;; + b;; — a;;b;; € [0,1]. Perhatikan bahwa
1. Untuka;; =0danb;; =0
a;j + b;j —a;jb;; =0+ 0—(0)(0)
=0-0
=0€0,1]
2. Untuka;; =1danb;; =1
a;j +bjj—a;jb;; =1+1—(1(1)
=2-1
=1€[0,1]
3. Untuka;; =0danb;; =1
a;j + bjj —a;jb;; =0+1-0(1)
=0+1-0



=1€[0,1]
4. Untuka;; = 1danb;; =0
a;j + bjj —a;jb;; =1+0—1(0)
=1+0-0
=1€[0,1]
5. Untuk a;; dan b;; yang lain
Karena a;j, b;; € (0,1), maka berlaku pertidaksamaan 0 <1 —a;; <1 dan 0 <1—b;; < 1.
Akibatnya berlaku 0 < (1 — a;;)(1 — b;;) < 1. Sehingga:
0<(1—a;)(1-by)<1
0<1—(aj+b;j—a;jb;j) <1
-1< —(aij + b;j — aijbl-j) <0
0 <ay +b;jj —a;jb;j <1
Dengan demikian terbukti bahwa a;; + b;j — a;;b;; € (0,1) sehingga A € B juga merupakan

matriks kabur persegi. Jadi terbukti bahwa himpunan M bersifat tertutup dengan operasi @.
Dengan demikian dapat dikatakan bahwa himpunan M merupakan grupoid dengan operasi @©.H

Teorema 2 Diberikan M suatu himpunan matriks kabur persegi, maka M dengan operasi
merupakan semigrup.

Bukti Teorema 2 Berdasarkan Teorema 1 bahwa M merupakan grupoid, maka selanjutnya akan
dibuktikan M memenuhi sifat asosiatif.

Ambil sebarang matriks kabur persegi 4, B, dan C dimana A = [a;;], B = [b;;], dan € = [c;]
dengan ukuran n X n, dimana a;;, b;;, ¢;; € [0,1] dan i,j = 1,2, ..., n. Perhatikan bahwa

ASBDC =([ay] @ [by]) S [ci]
= [ai; @ by;] & [cij]
= [aij + bij — aizby] @ [cy5]
= [(aij + bij — aijbij) + cij — (aij + byj — aijby;)cy]
= [aij + bij + cij — aijbij — (ascij + byjeiy — aijbijeij)]
= [aij + b;j + ¢;j — a;jbij — a;jcij — bijcij + aijbijcij]
= [aij + b;j + ¢;j — bjjci; — a;jbij — a;jcij + aijbijcij]
= [aij + bij + cij — byjeij — (aibij + ayjeiy — aijbijeij)]
= [ai; + (bij + cij — byjeiy) — aij(byj + cij — byjeiy)]
= [ai;] @ [byj + cij — byjcyj]
= [ai;] @ [b; @ cif]
= [ai;] @ ([bij] @ [c])
=A®BDO)

Jadi terbukti bahwa himpunan M memenuhi sifat asosiatif dengan operasi @. Dengan demikian
terbukti bahwa M dengan operasi @ merupakan semigrup.®



Teorema 3 Diberikan M suatu himpunan matriks kabur persegi, maka M dengan operasi @
merupakan monoid.

Bukti Teorema 3 Berdasarkan Teorema 2 bahwa M merupakan semigrup, maka selanjutnya akan
dibuktikan bahwa M memiliki unsur identitas dengan operasi @.

Ambil sebarang matriks kabur persegi U = [u;;] dimana untuk setiap A = [a;;] berlaku u;; @
a;j = a;; @D u;; = a;;. Perhatikan bahwa
ai; Du; = ay
a;j + ujj — aiju; = agj
a;j + U — QiU — A = Qi — A
Ui — a;u;; =0
wj(1-ay) =0
YT ey
u;j =0
Ambil matriks kabur persegi U = [uij] dimana u;; = 0 € [0,1]. Sehingga untuk setiap A =
[a;;] € M berlaku A @ U = U @ A = A. Perhatikan bahwa
A®U =|ay] @ [uy]
= [ai; + wij — ayjuy]
= [a;; + 0 — a;;0]
= [ay]
=A
UBA = [uy] @ [ay]
= [ui; + aij — wijay]
= [O +a;; — Oal-j]

= [ai,-]
=A

Dengan demikian terbukti bahwa terdapat suatu unsur identitas U € M dimana U = [ul- j] dengan
u;; = 0 € [0,1] sedemikian sehingga untuk setiap A € M berlaku A@ U =U D A = A. Jadi
berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa himpunan M merupakan monoid dengan operasi ©.®

Berdasarkan teorema-teorema yang telah dikemukakan di atas, perhatikan bahwa suatu himpunan
matriks kabur persegi merupakan monoid, namun suatu himpunan matriks kabur persegi bukan
merupakan grup, karena terdapat suatu matriks kabur persegi yang tidak memiliki inversi dengan
operasi @. Hal tersebut dapat dilihat dari uraian berikut:
Diasumsikan terdapat A" = [a;j] yang merupakan inversi dari sebarang matriks kabur persegi
A = [a;;] sedemikian sehingga A @ A’ = A’ @ A =U dimana U = [u;;] dengan u;; =0 €
[0,1] berdasarkan pembuktian unsur identitas pada Teorema 3. Perhatikan bahwa
ADA =U
[aij + aij — ayay;] = [uy]
aij + a{} - aijalfj =0

’ r
aij — aijal-j = —aij



! == — s
a;;(1-ay) =-a;
r aij
Gj = T4
3]

Perhatikan bahwa — (f—g) < 0 untuk setiap a;; # 1. Dengan demikian nilai inversi dari suatu
ij

elemen matriks kabur persegi tidak bernilai positif atau dengan kata lain tidak berada dalam

interval [0,1]. Jadi suatu himpunan matriks kabur persegi tidak dapat dikatakan sebagai grup.

KESIMPULAN

Kesimpulan yang diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Matriks kabur memiliki beberapa jenis khusus diantaranya adalah matriks kabur refleksif,
matriks kabur irrefleksif, matriks kabur hampir irrefleksif, matriks kabur simetris, matriks
kabur konstan, matriks kabur identitas, matriks kabur refleksif lemah, dan matriks kabur
diagonal.

2. Matriks kabur memiliki beberapa operasi, diantaranya adalah operasi maksimum, operasi
minimum, operasi ©, operasi @, dan operasi ©.

3. Himpunan matriks kabur persegi merupakan monoid dengan operasi @, atau dengan kata
lain memenuhi sifat tertutup, sifat asosiatif, serta memiliki unsur identitas dengan operasi
®D.

4. Himpunan matriks kabur persegi bukan merupakan grup sebab unsur identitasnya bernilai
- (L) < 0 dan tidak terdapat pada interval tertutup [0,1].

1—ai]-
Melalui penelitian ini diharapkan dapat menjadi masukkan dalam meningkatkan wawasan serta
pengetahuan khususnya dalam bidang aljabar tentang himpunan kabur dan matriks kabur. Selain

itu penelitian ini merupakan penelitian matematika murni yang tentunya masih dapat
dikembangkan lebih jauh dari apa yang telah disajikan dalam penelitian ini.

Pembahasan dalam penelitian ini sebagian besar hanya berfokus pada himpunan matriks kabur
persegi serta operasi yang telah dikemukakan oleh peneliti terdahulu. Oleh karena itu, diharapkan
kepada peneliti selanjutnya untuk mengkaji lebih dalam tentang teorema himpunan matriks kabur
secara umum serta mengemukakan jenis operasi matriks kabur yang baru atau bahkan yang belum
pernah dikemukakan oleh peneliti terdahulu.
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